NEKE VAZNIJE NEJEDNAKOSTI
Naucili smo iz ranijih fajlova da transformiSemo algebarske izraze. Pogodnim transformacijama mozemo posti¢i i to da
izvedemo zakljucak o znaku tih izraza, to jest da sa sigurnos¢u tvrdimo da je taj izraz pozitivan ili negativan za sve
vrednosti promenljivih koje se u njemu javljaju.
Primer 1.
x> >0 za svako xeR

Kvadrat nekog izraza je uvek pozitivan ili jednak nuli (za x =0)

— X" +4x+4=(x+2)>>0 =za VxeR
— —a’+2a-1=—(a—-1)><0 za VaeR

— X" —xy+y° >0 jer

»Y (»Y »Y ) yY | 3y’
X' —x +(—j —(—j + zz(x——j -+ zz(x——j +
"M2) \2) Y 2) 4 2) 4

2

Izvrsili smo dopunu od "punog kvadrata" pa je (x ——J >0 1 ——2>0, aonda je injihov zbir > 0

Primer 2.

X +y 2043

Dokazati da je 5 >2x+y+z

ReSenje:  Sigurni smo da vazi (x-1)*20
(y-1>=0
(z-1)*20

Saberimo ove tri nejednakosti:

(x=1)>+(y-1)*+(z=1)>>0
¥ =2x+1+y" =2y +1+2°=2z+1>0
X+ +z22+322x+2y+2z
X+ +z22+322(x+y+2)
X4y 42743
2

Z2x+y+z

I dokazali smo $ta je trebalo.



Primer 3.

Dokazatidaza Va>0 = a+122
a

ReSenje:
Krenemo od nedega za $ta smo sigurni da je ta¢no (a—1)° >0 i transformisemo...
(a—1)>=0

a’-2a+120
a’+1>2a......... /:a (podelimo sa a)

a+122
a

Primer 4.

Dokazatidaza Vx>0 i Vy>0 vaz AXy < x;y (geometrijska sredina < aritmeticka sredina)
ReSenje:

Krenemo od onoga za Sta smo sigurni da je tacno pa opet transformisemo....

(\/;+\/;)z >0
NS NEN P R

X—=2xy+y=0
x+y:2\@/:2

x+y2\/g

2
Naravno jednakost vazi ako je x =y
Primer 5.
3 3 3
+b +
Dokazati da za Vx,y,z koji su nenegativni vazi xyz < %
ReSenje:
Uvodimo najpre smene: x=a’
y=b

3
zZ=cC



Primer 6.

Treba onda dokazati:

3 3 3
+b" +
oz S%

3 3 3
a +b +c
Ja’b’ed <————

3

3 3 3
a +b’ +c
abc <L ——M—

3abc<a’+b’ +¢°

a+b+c=3abc>0

Kako je a’+b+c’ —3abc=(a+b+c)a’ +b* +c* —ab—bc—ac)
(proveri mnoZzenjem)
odavde je a+b+c >0 sigurno a vazi

a’ +b*> +c> —ab—bc—ac :%[(a—b)2 +(b-c)’ +(c—a)2]20
Dakle proizvod dva takva izraza je > 0 pa je zaista:

3 3 3
+b” + . X+y+z
abcﬁ% to jest A/ Xyz S%

Znak = je ako je x=y=z

Dokazati da tri proizvoda (1-a)-b, (1-b)-c i (1-¢)-a gdesu a, bi ctakvi da vazi :

. . cpe  g. 1
0<a<1,0<b<11i 0<c<1, nemogu istovremeno biti veci od rE

ReSenje:

2
. S . (1 o
Krenemo opet od nejednakosti koja sigurno vazi: (E - aj > 0, malo transformiSemo

1
—>la(l—a)<—
( )4

Ovo naravno vaziiza bic.



D e . 1 ey
Ako bi vazilo da su gornji izrazi svi istovremeno veci od rk vazilo bi:

1
(1—a)-b>z
(1—b)-c>l

4
(1-c¢)-a >l

4

I kad pomnoZimo ove tri nejednakosti ( leve sa levim, desne sa desnim stranama), dobili bi:

1
Ot(l—a)-b(l—b)-c(l—c)>gZ

Sad ovde upotrebimo §to smo malopre nasli a(1-a) S% , b(1-b)< i , c(l-c¢) Si
1

Pa bi leva strana bila a(l1-a)-b(1-b)-c(1-c) < é $to je u suprotnosti sa a(1-a)-b(1-5)-c(1-c) > TR

i Lo . . 1
Dakle , nemoguce je da su sva tri proizvoda istovremeno veca od 2

Primer 7.
Dokazati da je 133 229 <L
246 10000 100
ReSenje:
. e 4 1 35 9999
Najpre ¢emo oznalitidaje —-—-—-......... ——=X
246 10000

Znamo da vazi:

9999 < 10000
10000 10001

.. . . . ... 135 9999 .
Pomnozimo sve ove nejednakosti, I na levoj strani je P ——— =X, pa imamo:

46 10000



odnosno:

x <

aije
10001-x °2

) 1
X <—-
10001

1 1

Znamo da je 10001 >10000 —» <
10001 10000

L1 1
x’ < <—
10001 10000
X’ < o korenujemo
10000
X <—o
100

I dokazali smo trazenu nejednakost.



